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ระบบสมการ 
 

1.  ระบบสมการท่ีประกอบดวยสมการดีกรีสอง และสมการเชงิเสน 
 
ระบบสมการท่ีประกอบดวยสมการดีกรีสอง และสมการเชิงเสน มีรูปท่ัวไปดังนี ้
 
 

 AX2 + BY2 + CXY + DX + EY + F  =  0 
           PX + 2Y + R  =  0 
 

 
เม่ือ x และ y เปนตัวแปร และ A, B, C, D, E, F, P, Q และ R เปนจํานวนจริง โดยท่ี A, B และ C ไมเทากับศูนยพรอมกัน 

และ P, Q ก็ไมเปนศูนยพรอมกันดวย โดยท่ีสมการเชิงเสนจะมีกราฟเปนเสนตรง สวนสมการดีกรีสองจะเปนกราฟรูปวงกลม 
พาราโบลา วงรี หรือไฮเพอโบลา 
 

ตัวอยางของสมการเชิงเสนมีดังนี ้   
x + 2y   =  0 
3x – y   =  12 
12x   =  3y  เปนตน 

ตัวอยางของสมการกําลังสองมีดังนี้  
3x2 + 2y2   =  –10  
–x2 + xy + y2   = –1 เปนตน 

 
ถามวา   เราหาคําตอบของระบบสมการเพ่ืออะไรครับ ? 
ตอบวา คําตอบของระบบสมการท่ีเราหานัน้ คือจุดตัดของกราฟเสนตรงกับกราฟเสนโคง ซ่ึงจุดตัดหรือคําตอบนี ้อาจมีเพยีงจุดเดยีว 

มีสองจุด หรือไมมีเลยก็ได 
 
ขั้นตอนการหาคําตอบของระบบสมการ  มีดังนี ้

1) ทําสัมประสิทธ์ิหนาตัวแปรใดตัวแปรหน่ึงใหเทากัน โดยใชหลักการของ ค.ร.น. 
2) นําสมการท้ังสองมาลบหรือบวกกนั เพื่อกําจัดตัวแปรรวมตัวใดตัวหนึ่งท้ิงไป ทําใหไดสมการใหมท่ีเหลือตัวแปร

เพียงตัวเดยีว 
3) แกสมการใหมเพื่อหาคาตัวแปรนัน้ ๆ แลวแทนคาตัวแปรท่ีไดในสมการตั้งตนสมการใดสมการหน่ึง (ท่ีมีรูปแบบงาย ๆ 

เลขไมเยอะ) เพื่อหาคาตัวแปรอีกตัวหนึ่ง  
4) เม่ือหาคาตัวแปรท้ังสองไดแลว อยาลืมตรวจคําตอบดวยนะครับ 
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ลองมาดูตัวอยางการแกปญหาโจทยตอไปนีค้รับ 
 
ตัวอยางท่ี 1 จงแกระบบสมการ   x2 + y2 = 25  -------  
     x + y =  1  -------  
วิธีทํา  จากสมการท่ี     x + y =  1 
  หาคา  x  ได   x  =  1 – y -------  
  แทนคา  x  จาก  ใน (1 – y)2 + y2 =  25 
     1 – 2y + y2 + y2 =  25 
     2 y2–2y+1–25 =  0  
     2 y2 – 2y – 24 =  0 
     (2y + 6) (y – 4) =  0 

      y =  
2

6−
 , 4  หรือ  –3,  4    

  แลวแทนคา  y   =  –3  กับ  4  ใน   
  จะได  x – (–3)   =  1 หรือ  x + 4  = 1 
          x =  4 หรือ        x  =  –3 

ดังนั้น   คําตอบของระบบสมการ  คือ  พิกัด (4, –3) และ (–3, 4)     ตอบ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(–3, 4) 

(4, –3) 
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ตัวอยางท่ี 2    จงแกระบบสมการ   x – 2y  =  8  -------  
     xy =  24  -------  
วิธีทํา  หาคา  x  จากสมการท่ี  x =  2y+8 -------    
  แทนคา  x  จาก  ใน  (2y + 8) y =  24 

เพื่อหาคา  y  2y2  + 8 – 24  =  0 
    (2y + 12) (y – 2) =  0   

     y =  2,  
2
12−

  หรือ  2, –6  

  แทนคา  y = 2 และ –6 ใน  เพื่อหาคา  x   
  จะได x – 2(2) =  8 หรือ   x – 26(–6)  =  8 
            x =  8 + 4 หรือ  x   =  8 –12  
            x  =  12 หรือ  x  =  –4 
  ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการ  คือ  พิกัด (12, 2) และ (–4, –6)     ตอบ 
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ตัวอยางท่ี 3    จงแกระบบสมการ  2x2 – 2xy + y2 =  10     -------  
     2x – y + 2 =  0    -------  

วิธีทํา     หาคา  x  จากสมการท่ี  x =  
2
2

2
y
−   =  1

2
y
−  -------  

  แทนคา  x  จาก  ใน  เพื่อหาคา  y =  2 
2

1
2
y

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − – 2 2yy1

2
y

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −   =  10 

       =  2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 2

2
1(1)

2
y

2
y

 – 2y 010y2y
2
y 2 =−++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

       =  2 010y2yy1y
4
y 22

2
=−+−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−  

       =  0102y22y
2
y 2

=−++−  

       =  8
2
y 2
−  =  0 

        y =  )2(8  
        y =  ±4      

แทนคา  y = ±4  ใน  เพื่อหาคา  x  
  จะได 2x – (4) + 2 =  0  หรือ 2x – (-4) +2   =  0 
    2x - 2 =  0  หรือ 2x + 6  =  0 

    x =  
2
2

 =  1 หรือ  x =  
2

6−
 =  -3  

  ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการ  คือ  พิกัด (1, 4) และ (–3, –4)     ตอบ 
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ตัวอยางท่ี 4 ผลตางของพืน้ท่ีรูปส่ีเหล่ียมจตัุรัสสองรูปเทากับ 24 ตารางเซนติเมตร ความยาวของดานของส่ีเหล่ียมจตัุรัสรูปใหญ
นอยกวาสองเทาของความยาวของดานของส่ีเหล่ียมจัตุรัสรูปเล็กอยู 3 เซนติเมตร จงหาความยาวของดานของ       
รูปส่ีเหล่ียมจัตรัุสแตละรูป 

วิธีทํา  จากโจทย เขียนรูปเพื่อประกอบการแกปญหาโจทยไดดังนี้ 
 
 
 
                x       y 
 
         y 

  x 
จัตุรัสรูปใหญมีพื้นที่ = x2 ตารางเซนติเมตร  จัตุรัสรูปเล็กมีพื้นที่ y2 ตารางเซนติเมตร 

 เราสามารถแปลงโจทยใหเปนสมการไดดังน้ี 
 ผลตางของพ้ืนที่ของ  จัตรัุสท้ังสองรูป คือ   x2 – y2 =  24  -------  
 ผลตางของความยาวของดาน ของ  จัตุรัสท้ังสองรูป คือ 2y – x =  3  -------  
 หาคา  x  จากสมการท่ี  จะได    x =  2y - 3  -------  
 แทนคา  x  จาก  ใน  เพื่อหาคา  y  (2y – 3)2 – y2  =  24 
       4y2 – 2(2y) (3) + 9 – y2 – 24   =  0 
                3y2 – 12y – 15 =  0 
               (3y – 3) (y – 5) =  0 
        y =  5,  -1 

แตไมมีระยะทาง หรือความยาวใดท่ีเปนจํานวนตดิลบ ดังน้ัน  y =  5 
 แทนคา  y = 5 ใน   2(5) – x =  3 
     10 – 3 =  x 
    หรือ x =  10 – 3 =  7 

ทําใหเราทราบวา  ความยาวของดานของรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสรูปใหญ คือ  7  เซนติเมตร 
         และ  ความยาวของดานของรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสรูปเล็ก   คือ   5 เซนติเมตร   ตอบ 
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ตัวอยางท่ี 5  จงหาคา  k ท่ีทําใหกราฟเสนตรง  y – 2x = k  ตัดกับกราฟพาราโบลา  y = x2  ท่ีจุดตดัเพียงจุดเดยีว 
วิธีทํา  กําหนดให  y – 2x  =  k    -------  
        และ         y =  x2  -------  
 จาก  ยายขางหาคา y ได     y =  2x + y  -------  
 เนื่องจาก  =  ดังนั้น 2x + k =  x2 
           x2 – 2x – k =  0 

 หาคา  x  จากสูตร          x =  
2a

4acbb 2 −±−
 

     =  
2(1)

4(1)(-k)(-2))2( 2 −±−−
 

     =  
2

4k42 +±
 โดยท่ี 4k4−  =  k)4(1+  =  k12 +  

     =  
2

)k12(1 +±
 

     =  l+± 11  
การท่ีกราฟท้ังสองตัดกันเพยีงจุดเดยีว ตองแทนคา  k  ท่ีทําให  x  มีคําตอบเดียว 

   นั่นคือ  x =  1 ± 0 

   ∴ k1+  =  0 
 ยกกําลังสองท้ังสองขาง  1 + k =  0 
   จะได k =  -1          ตอบ 
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2.  ระบบสมการท่ีประกอบดวยสมการดีกรีสอง 
 

ระบบสมการนี้ ก็คือสองสมการท่ีมีดีกรีสอง จํานวนพจน (term) จะเหลือเพียง 2 พจนเทานั้น อานดูแลวนาจะแกปญหา
โจทยงาย เพราะรูปมันส้ันกวาแบบแรก แตจริงๆแลวหลักการแกสมการก็เหมือนกับหลักการแกสมการโดยท่ัวไป คือ 

1) ทําสัมประสิทธ์ิหนาตัวแปรใดตัวแปรหน่ึงใหเทากัน โดยใชหลักการของ ค.ร.น. 
2) นําสมการท้ังสองมาลบหรือบวกกนั เพื่อกําจัดตัวแปรรวมตัวใดตัวหนึ่งท้ิงไป ทําใหไดสมการใหมท่ีเหลือตัวแปร

เพียงตัวเดยีว 
3) แกสมการใหมเพื่อหาคาตัวแปรนั้น ๆ แลวแทนคาตัวแปรท่ีไดในสมการต้ังตนสมการใดสมการหนึ่ง (ท่ีมีรูปแบบ

งายๆ เลขไมเยอะ) เพื่อหาคาตัวแปรอีกตวัหนึ่ง  
เพียงเทานี้ก็เรียบรอยแลวครับ เม่ือหาคาตัวแปรท้ังสองไดแลว อยาลืมตรวจคําตอบดวยนะครับ 

 
ลองดูตัวอยางตอไปนี้ครับ 
 
ตัวอยางท่ี 6    จงหาคําตอบของระบบสมการ  x2 + y2 =  5    -------  
      2x2–3y2 =  5   -------  
วิธีทํา     ข้ันท่ี 1  ทําสัมประสิทธ์ิหนาตัวแปรใหเทากัน ในท่ีนี้เลือกทํากับตัวแปร  x 
       2 ; 2x2 + 2y2  =  10   -------  
  

ข้ันท่ี 2 กําจัดตัวแปร  x  ใหเหลือเพียงตัวแปร  y 
      – ; 2x2 + 2y2 – (2y2 – 3y2) =  10 – 5 
       2x2 + 2y2 – 2x2 + 3y2 =  5 
         5y2 =  5 
         y2 =  1 
         y =  ± 1 
 

  ข้ันท่ี 3 แทนคาตัวแปร   y  ท่ีได เพื่อหาคาตัวแปร  x 
    แทนคา  y = ± 1 ใน ;  x2 + (1)2  =  5 หรือ  x2 + (-1)2  =  5 
       x2 + 1      =  5 หรือ x2 + 1    =  5 
       x2   =  4 หรือ x2    =  4 
       x   =  ± 2 หรือ     x   =  ± 2   เชนกัน 
  ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ี มีถึง 4 คําตอบ คือ (2, 1) (2, –1) (2–, 1) และ (–2, –1)     ตอบ 
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ตัวอยางท่ี 7    จงแกระบบสมการ 2y (x – y)   =  7   -------  
     7y2 – 4 + xy =  0   -------  
วิธีทํา     จัดรูปแบบสมการใหม จะได 
    จาก  ; 2y(x) – 2y(y) =  7 
      2y2 – 2y2 =  7 
      2y2 – 2xy + 7 =  0   -------  ใหม 
    จาก ; 7y2 + 1xy – 4 =  0   -------  ใหม 

ข้ันท่ี 1  ทําสัมประสิทธ์ิหนาตัวแปรใหเทากัน ในท่ีนี้เลือกทํากับตัวแปร  xy 
     2;  14y2 + 2xy – 8 =  0   -------  

  ข้ันท่ี 2 กําจัดตัวแปรในเทอม  xy  ใหเหลือเพียงตัวแปร  y 
     +  ; 2y2 – 2xy + 7 +14y2 + 2xy – 8 =  0 + 0 
               16y2 – 1 =  0 
                 (4y)2 – 12 =  0 
              (4y + 1) (4y – 1) =  0 

        จะได     y =  ± 
4
1

 

  ข้ันท่ี 3 แทนคาตัวแปร  y  ท่ีได เพื่อหาคาตัวแปร  x 

  แทนคา  y = ± 
4
1

 ใน ;  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

4
1

x
4
1

2   =  7  หรือ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

4
1

x
4
1

2    =  7 

     ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

4
1

x
2
1

        =  7  หรือ  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

4
1

x
2
1

   =  7 

      
4
1

x−       =  7  2 หรือ        
4
1

x+    =  7(–2) 

     x =  14 + 
4
1

  =  
4
1

14  หรือ       x =   –14
4
1

−    = –
4
1

14  

  ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ี มี 2 คําตอบ คือ (
4
1

14 ,
4
1

) และ (–
4
1

14 ,  
4
1

− )    ตอบ 
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ตัวอยางท่ี 8   จงหาคําตอบของระบบสมการ 22 y
1

x
1
+  =  

36
13

  -------  

      
y
1

x
1
+   =  

6
1

  -------  

วิธีทํา ขอนี้ไมใชแคหาเลขมาคูณกบัสัมประสิทธ์ิแลวครับ แตตองคิดหาวิธีวาทําอยางไรจะทําใหพจนหรือ team ใด 
term หนึ่งเทากันได เพื่อจะไดนํามาลบกัน แลวแกสมการหาคาตัวแปรท่ีเหลือ 

  นํา  มายกกาํลังสองท้ังสองขาง  
2

y
1

x
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  =  

2

6
1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

     
22

y
1

y
1

x
1

2
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =  

36
1

 

                22 y
1

xy
2

x
1

++  =  
36
1

 

             22 y
1

x
1
+  =  

xy
2

36
1
−  -------  

ซ่ึง  =  พอดี (เพราะเราต้ังใจจะทําใหมันเทากนันัน่เอง) 

ดังนั้น 
xy
2

36
1
−  =  

36
13

 

   
36
13

36
1
−  =  

xy
2

 

    
36
12

 =  
xy
2

 

   จะได xy =  –6  

    x =  
y
6

  -------  

แทนคา  x =   
y
6

       ใน  เพื่อหาคา  y;   
y
1

y
6

1
+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

 =  
6
1

  -------  

      
y
1

6
y
+−  =  

6
1

 

      
6y

6y 2 +−
 =  

6
1

 

      –y2 + 6  =  y 
      y2 + y – 6 =  0 
      (y + 3) (y – 2) =  0 
       y =  2. –3 
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แทนคา  y = 2. –3 ใน  ซ่ึงเปนรูปแบบสมการท่ีงาย เพือ่หาคา x 

จาก  จะได 
2
1

x
1
+  =  

6
1

 หรือ   
(-3)
1

x
1
+  =  

6
1

  

   
x
1

 =  
2
1

6
1
−   

x
1

 =  
3
1

6
1
+  

   
x
1

 =  
6
2

−  =  
3
1

−   x =  
6
3

 =  
2
1

 

   x =  –3 และ  x =  2 
ดังนั้น  คําตอบของระบบสมการน้ี มี 2 คําตอบ คือ (2, –3) และ (–3, 2)      ตอบ 
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ตัวอยางท่ี 9  จงหาคา  a  ท่ีเปนบวก เม่ือ  a  เปนคาคงตัว จากระบบสมการ  x2 + y2 = a2 
  xx – y2 = –2a และ x2 = 4 
วิธีทํา     เรากําหนดให  x2 + y2  =  a2      -------  

   xx – y2  =  –2a      -------  
และ x2  =  4      -------  

เรากําจัดตัวแปร  y  ใหเหลือเพียงตัวแปร  x 
 + ; x2 + y2 + x2 – y2 =  a2 – 2a   -------  

    2x2 =  a2 – 2a 
  แทนคา  x2 = 4 จาก  ใน ; 2(4) =  a2 – 2a 
     a2 – 2a – 8 =  0 
     (a – 4) (a + 2) =  0 
      a =  4, –2 
  ดังน้ัน  คา  a  ท่ีเปนบวกท่ีเปนคําตอบของระบบสมการขอนี้ คือ a = 4    ตอบ 
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ตัวอยางท่ี 10 เม่ือผลคูณของเลขจํานวนบวกสองจํานวน รวมกับจํานวนท่ีนอยกวาเปน 91 และผลคูณของเลขสองจํานวนนั้น
มากกวาจํานวนท่ีนอยกวาอยู 77 แลว เลขสองจํานวนนัน้เปนเทาใด 

วิธีทํา  จากโจทย เราสามารถเขียนเปนประโยคสัญลักษณไดดังนี้ 
ใหเลขจํานวนบวกตัวแรกเปนตัวแปร x  xy + y =  91  -------  

 ใหเลขจํานวนบวกตัวแรกเปนตัวแปร y  xy – y =  77  -------  
 และให y เปนจํานวนท่ีนอยกวา x 
 กําจัดตัวแปร  xy ใหเหลือเพียงตัวแปร  y เพียงตัวเดยีว 

 – ; xy + y – y (xy – y) =  91 – 77  
   xy + y – xy + y  =  14 
     2y =  14 
     y =  7 

แทนคา  y = 7  ใน  เพื่อหาคา x 
  จาก ; x(7) – 7  =  77 
    x(7)   =  77 + 7 

     x =  
7

24
  

     x =  12 
 

ดังนั้น  เลขสองจํานวนท่ีโจทยตองการ คือเลข 12 และ 7      ตอบ 
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