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ระบบสมการ 
 

1.  ระบบสมการทีป่ระกอบด้วยสมการดกีรีสอง และสมการเชิงเส้น 
 
ระบบสมการท่ีประกอบดว้ยสมการดีกรีสอง และสมการเชิงเสน้ มีรูปทัว่ไปดงัน้ี 
 
 

 AX2 + BY2 + CXY + DX + EY + F  =  0 
           PX + 2Y + R  =  0 
 

 
เม่ือ x และ y เป็นตวัแปร และ A, B, C, D, E, F, P, Q และ R เป็นจาํนวนจริง โดยท่ี A, B และ C ไม่เท่ากบัศูนยพ์ร้อมกนั 

และ P, Q กไ็ม่เป็นศูนยพ์ร้อมกนัดว้ย โดยท่ีสมการเชิงเสน้จะมีกราฟเป็นเสน้ตรง ส่วนสมการดีกรีสองจะเป็นกราฟรูปวงกลม 
พาราโบลา วงรี หรือไฮเพอโบลา 
 

ตวัอยา่งของสมการเชิงเสน้มีดงัน้ี   
x + 2y   =  0 
3x – y   =  12 
12x   =  3y  เป็นตน้ 

ตวัอยา่งของสมการกาํลงัสองมีดงัน้ี  
3x2 + 2y2   =  –10  
–x2 + xy + y2   = –1 เป็นตน้ 

 
ถามว่า   เราหาคาํตอบของระบบสมการเพ่ืออะไรครับ ? 
ตอบว่า คาํตอบของระบบสมการท่ีเราหานั้น คือจุดตดัของกราฟเสน้ตรงกบักราฟเสน้โคง้ ซ่ึงจุดตดัหรือคาํตอบน้ี อาจมีเพยีงจุดเดียว 

มีสองจุด หรือไม่มีเลยกไ็ด ้
 
ขั้นตอนการหาคาํตอบของระบบสมการ  มีดงัน้ี 

1) ทาํสมัประสิทธ์ิหนา้ตวัแปรใดตวัแปรหน่ึงใหเ้ท่ากนั โดยใชห้ลกัการของ ค.ร.น. 
2) นาํสมการทั้งสองมาลบหรือบวกกนั เพื่อกาํจดัตวัแปรร่วมตวัใดตวัหน่ึงท้ิงไป ทาํใหไ้ดส้มการใหม่ท่ีเหลือตวัแปร

เพียงตวัเดียว 
3) แกส้มการใหม่เพื่อหาค่าตวัแปรนั้น ๆ แลว้แทนค่าตวัแปรท่ีไดใ้นสมการตั้งตน้สมการใดสมการหน่ึง (ท่ีมีรูปแบบง่าย ๆ 

เลขไม่เยอะ) เพื่อหาค่าตวัแปรอีกตวัหน่ึง  
4) เม่ือหาค่าตวัแปรทั้งสองไดแ้ลว้ อยา่ลืมตรวจคาํตอบดว้ยนะครับ 
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ลองมาดูตวัอยา่งการแกปั้ญหาโจทยต่์อไปน้ีครับ 
 
ตัวอย่างที ่1 จงแกร้ะบบสมการ   x2 + y2 = 25  -------  
     x + y =  1  -------  
วธีิทาํ  จากสมการท่ี     x + y =  1 
  หาค่า  x  ได ้   x  =  1 – y -------  
  แทนค่า  x  จาก  ใน (1 – y)2 + y2 =  25 
     1 – 2y + y2 + y2 =  25 
     2 y2–2y+1–25 =  0  
     2 y2 – 2y – 24 =  0 
     (2y + 6) (y – 4) =  0 

      y =  
2

6
 , 4  หรือ  –3,  4    

  แลว้แทนค่า  y   =  –3  กบั  4  ใน   
  จะได ้ x – (–3)   =  1 หรือ  x + 4  = 1 
          x =  4 หรือ        x  =  –3 

ดงันั้น   คาํตอบของระบบสมการ  คือ  พิกดั (4, –3) และ (–3, 4)     ตอบ 
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ตัวอย่างที ่2    จงแกร้ะบบสมการ   x – 2y  =  8  -------  
     xy =  24  -------  
วธีิทาํ  หาค่า  x  จากสมการท่ี  x =  2y+8 -------    
  แทนค่า  x  จาก  ใน  (2y + 8) y =  24 

เพื่อหาค่า  y  2y2  + 8 – 24  =  0 
    (2y + 12) (y – 2) =  0   

     y =  2,  
2
12

  หรือ  2, –6  

  แทนค่า  y = 2 และ –6 ใน  เพื่อหาค่า  x   
  จะได ้ x – 2(2) =  8 หรือ   x – 26(–6)  =  8 
            x =  8 + 4 หรือ  x   =  8 –12  
            x  =  12 หรือ  x  =  –4 
  ดงันั้น  คาํตอบของระบบสมการ  คือ  พิกดั (12, 2) และ (–4, –6)     ตอบ 
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ตัวอย่างที ่3    จงแกร้ะบบสมการ  2x2 – 2xy + y2 =  10     -------  
     2x – y + 2 =  0    -------  

วธีิทาํ     หาค่า  x  จากสมการท่ี  x =  
2
2

2
y
   =  1

2
y
  -------  

  แทนค่า  x  จาก  ใน  เพื่อหาค่า  y =  2 
2

1
2
y






  – 2 2yy1

2
y






    =  10 

       =  2 



















 2

2
1(1)

2
y

2
y

 – 2y 010y2y
2
y 2 




  

       =  2 010y2yy1y
4
y 22

2







   

       =  0102y22y
2
y 2

  

       =  8
2
y 2
  =  0 

        y =  )2(8  
        y =  ±4      

แทนค่า  y = ±4  ใน  เพื่อหาค่า  x  
  จะได ้ 2x – (4) + 2 =  0  หรือ 2x – (-4) +2   =  0 
    2x - 2 =  0  หรือ 2x + 6  =  0 

    x =  
2
2

 =  1 หรือ  x =  
2

6
 =  -3  

  ดงันั้น  คาํตอบของระบบสมการ  คือ  พิกดั (1, 4) และ (–3, –4)     ตอบ 
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ตัวอย่างที ่4 ผลต่างของพื้นท่ีรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสสองรูปเท่ากบั 24 ตารางเซนติเมตร ความยาวของดา้นของส่ีเหล่ียมจตุัรัสรูปใหญ่
นอ้ยกวา่สองเท่าของความยาวของดา้นของส่ีเหล่ียมจตุัรัสรูปเลก็อยู ่ 3 เซนติเมตร จงหาความยาวของดา้นของ       
รูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสแต่ละรูป 

วธีิทาํ  จากโจทย ์เขียนรูปเพื่อประกอบการแกปั้ญหาโจทยไ์ดด้งัน้ี 
 
 
 
                x       y 
 
         y 

  x 
จตุัรัสรูปใหญ่มีพื้นท่ี = x2 ตารางเซนติเมตร  จตุัรัสรูปเลก็มีพื้นท่ี y2 ตารางเซนติเมตร 

 เราสามารถแปลงโจทยใ์หเ้ป็นสมการไดด้งัน้ี 
 ผลต่างของพ้ืนท่ีของ  จตุัรัสทั้งสองรูป คือ   x2 – y2 =  24  -------  
 ผลต่างของความยาวของดา้น ของ  จตุัรัสทั้งสองรูป คือ 2y – x =  3  -------  
 หาค่า  x  จากสมการท่ี  จะได ้    x =  2y - 3  -------  
 แทนค่า  x  จาก  ใน  เพื่อหาค่า  y  (2y – 3)2 – y2  =  24 
       4y2 – 2(2y) (3) + 9 – y2 – 24   =  0 
                3y2 – 12y – 15 =  0 
               (3y – 3) (y – 5) =  0 
        y =  5,  -1 

แต่ไม่มีระยะทาง หรือความยาวใดท่ีเป็นจาํนวนติดลบ ดงันั้น  y =  5 
 แทนค่า  y = 5 ใน   2(5) – x =  3 
     10 – 3 =  x 
    หรือ x =  10 – 3 =  7 

ทาํใหเ้ราทราบวา่  ความยาวของดา้นของรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสรูปใหญ่ คือ  7  เซนติเมตร 
         และ  ความยาวของดา้นของรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสรูปเลก็   คือ   5 เซนติเมตร   ตอบ 
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ตัวอย่างที ่5  จงหาค่า  k ท่ีทาํใหก้ราฟเสน้ตรง  y – 2x = k  ตดักบักราฟพาราโบลา  y = x2  ท่ีจุดตดัเพียงจุดเดียว 
วธีิทาํ  กาํหนดให ้  y – 2x  =  k    -------  
        และ         y =  x2  -------  
 จาก  ยา้ยขา้งหาค่า y ได ้    y =  2x + y  -------  
 เน่ืองจาก  =  ดงันั้น 2x + k =  x2 
           x2 – 2x – k =  0 

 หาค่า  x  จากสูตร          x =  
2a

4acbb 2 
 

     =  
2(1)

4(1)(-k)(-2))2( 2 
 

     =  
2

4k42 
 โดยท่ี 4k4  =  k)4(1  =  k12   

     =  
2

)k12(1 
 

     =  l 11  
การท่ีกราฟทั้งสองตดักนัเพยีงจุดเดียว ตอ้งแทนค่า  k  ท่ีทาํให ้ x  มีคาํตอบเดียว 

   นัน่คือ  x =  1 ± 0 
    k1  =  0 
 ยกกาํลงัสองทั้งสองขา้ง  1 + k =  0 
   จะได ้ k =  -1          ตอบ 
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2.  ระบบสมการทีป่ระกอบด้วยสมการดกีรีสอง 
 

ระบบสมการน้ี กคื็อสองสมการท่ีมีดีกรีสอง จาํนวนพจน์ (term) จะเหลือเพียง 2 พจน์เท่านั้น อ่านดูแลว้น่าจะแกปั้ญหา
โจทยง่์าย เพราะรูปมนัสั้นกวา่แบบแรก แต่จริงๆแลว้หลกัการแกส้มการกเ็หมือนกบัหลกัการแกส้มการโดยทัว่ไป คือ 

1) ทาํสมัประสิทธ์ิหนา้ตวัแปรใดตวัแปรหน่ึงใหเ้ท่ากนั โดยใชห้ลกัการของ ค.ร.น. 
2) นาํสมการทั้งสองมาลบหรือบวกกนั เพื่อกาํจดัตวัแปรร่วมตวัใดตวัหน่ึงท้ิงไป ทาํใหไ้ดส้มการใหม่ท่ีเหลือตวัแปร

เพียงตวัเดียว 
3) แกส้มการใหม่เพื่อหาค่าตวัแปรนั้น ๆ แลว้แทนค่าตวัแปรท่ีไดใ้นสมการตั้งตน้สมการใดสมการหน่ึง (ท่ีมีรูปแบบ

ง่ายๆ เลขไม่เยอะ) เพื่อหาค่าตวัแปรอีกตวัหน่ึง  
เพียงเท่าน้ีกเ็รียบร้อยแลว้ครับ เม่ือหาค่าตวัแปรทั้งสองไดแ้ลว้ อยา่ลืมตรวจคาํตอบดว้ยนะครับ 

 
ลองดูตวัอยา่งต่อไปน้ีครับ 
 
ตัวอย่างที ่6    จงหาคาํตอบของระบบสมการ  x2 + y2 =  5    -------  
      2x2–3y2 =  5   -------  
วธีิทาํ     ขั้นท่ี 1  ทาํสมัประสิทธ์ิหนา้ตวัแปรใหเ้ท่ากนั ในท่ีน้ีเลือกทาํกบัตวัแปร  x 
       2 ; 2x2 + 2y2  =  10   -------  
  

ขั้นท่ี 2 กาํจดัตวัแปร  x  ใหเ้หลือเพียงตวัแปร  y 
      – ; 2x2 + 2y2 – (2y2 – 3y2) =  10 – 5 
       2x2 + 2y2 – 2x2 + 3y2 =  5 
         5y2 =  5 
         y2 =  1 
         y =  ± 1 
 

  ขั้นท่ี 3 แทนค่าตวัแปร   y  ท่ีได ้เพื่อหาค่าตวัแปร  x 
    แทนค่า  y = ± 1 ใน ;  x2 + (1)2  =  5 หรือ  x2 + (-1)2  =  5 
       x2 + 1      =  5 หรือ x2 + 1    =  5 
       x2   =  4 หรือ x2    =  4 
       x   =  ± 2 หรือ     x   =  ± 2   เช่นกนั 
  ดงันั้น  คาํตอบของระบบสมการน้ี มีถึง 4 คาํตอบ คือ (2, 1) (2, –1) (2–, 1) และ (–2, –1)     ตอบ 
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ตัวอย่างที ่7    จงแกร้ะบบสมการ 2y (x – y)   =  7   -------  
     7y2 – 4 + xy =  0   -------  
วธีิทาํ     จดัรูปแบบสมการใหม่ จะได ้
    จาก  ; 2y(x) – 2y(y) =  7 
      2y2 – 2y2 =  7 
      2y2 – 2xy + 7 =  0   -------  ใหม่ 
    จาก ; 7y2 + 1xy – 4 =  0   -------  ใหม่ 

ขั้นท่ี 1  ทาํสมัประสิทธ์ิหนา้ตวัแปรใหเ้ท่ากนั ในท่ีน้ีเลือกทาํกบัตวัแปร  xy 
     2;  14y2 + 2xy – 8 =  0   -------  

  ขั้นท่ี 2 กาํจดัตวัแปรในเทอม  xy  ใหเ้หลือเพียงตวัแปร  y 
     +  ; 2y2 – 2xy + 7 +14y2 + 2xy – 8 =  0 + 0 
               16y2 – 1 =  0 
                 (4y)2 – 12 =  0 
              (4y + 1) (4y – 1) =  0 

        จะได ้     y =  ± 
4
1

 

  ขั้นท่ี 3 แทนค่าตวัแปร  y  ท่ีได ้เพื่อหาค่าตวัแปร  x 

  แทนค่า  y = ± 
4
1

 ใน ;  




 






4
1

x
4
1

2   =  7  หรือ 



















4
1

x
4
1

2    =  7 

     




 

4
1

x
2
1

        =  7  หรือ  




 






4
1

x
2
1

   =  7 

      
4
1

x       =  7  2 หรือ        
4
1

x    =  7(–2) 

     x =  14 + 
4
1

  =  
4
1

14  หรือ       x =   –14
4
1

    = –
4
1

14  

  ดงันั้น  คาํตอบของระบบสมการน้ี มี 2 คาํตอบ คือ (
4
1

14 ,
4
1

) และ (–
4
1

14 ,  
4
1

 )    ตอบ 
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ตัวอย่างที ่8   จงหาคาํตอบของระบบสมการ 22 y
1

x
1
  =  

36
13

  -------  

      
y
1

x
1
   =  

6
1

  -------  

วธีิทาํ ขอ้น้ีไม่ใช่แค่หาเลขมาคูณกบัสมัประสิทธ์ิแลว้ครับ แต่ตอ้งคิดหาวิธีวา่ทาํอยา่งไรจะทาํใหพ้จน์หรือ team ใด 
term หน่ึงเท่ากนัได ้เพื่อจะไดน้าํมาลบกนั แลว้แกส้มการหาค่าตวัแปรท่ีเหลือ 

  นาํ  มายกกาํลงัสองทั้งสองขา้ง  
2

y
1

x
1







   =  

2

6
1





  

     
22

y
1

y
1

x
1

2
2
1


























 =  

36
1

 

                22 y
1

xy
2

x
1

  =  
36
1

 

             22 y
1

x
1
  =  

xy
2

36
1
  -------  

ซ่ึง  =  พอดี (เพราะเราตั้งใจจะทาํใหม้นัเท่ากนันัน่เอง) 

ดงันั้น 
xy
2

36
1
  =  

36
13

 

   
36
13

36
1
  =  

xy
2

 

    
36
12

 =  
xy
2

 

   จะได ้ xy =  –6  

    x =  
y
6

  -------  

แทนค่า  x =   
y
6

       ใน  เพื่อหาค่า  y;   
y
1

y
6

1







 

 =  
6
1

  -------  

      
y
1

6
y
  =  

6
1

 

      
6y

6y 2 
 =  

6
1

 

      –y2 + 6  =  y 
      y2 + y – 6 =  0 
      (y + 3) (y – 2) =  0 
       y =  2. –3 
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แทนค่า  y = 2. –3 ใน  ซ่ึงเป็นรูปแบบสมการท่ีง่าย เพือ่หาค่า x 

จาก  จะได ้
2
1

x
1
  =  

6
1

 หรือ   
(-3)
1

x
1
  =  

6
1

  

   
x
1

 =  
2
1

6
1
   

x
1

 =  
3
1

6
1
  

   
x
1

 =  
6
2

  =  
3
1

   x =  
6
3

 =  
2
1

 

   x =  –3 และ  x =  2 
ดงันั้น  คาํตอบของระบบสมการน้ี มี 2 คาํตอบ คือ (2, –3) และ (–3, 2)      ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TH
AI
 C
AD
ET



 

 

– 11 –

ตัวอย่างที ่9  จงหาค่า  a  ท่ีเป็นบวก เม่ือ  a  เป็นค่าคงตวั จากระบบสมการ  x2 + y2 = a2 
  xx – y2 = –2a และ x2 = 4 
วธีิทาํ     เรากาํหนดให ้ x2 + y2  =  a2      -------  

   xx – y2  =  –2a      -------  
และ x2  =  4      -------  

เรากาํจดัตวัแปร  y  ใหเ้หลือเพียงตวัแปร  x 
 + ; x2 + y2 + x2 – y2 =  a2 – 2a   -------  

    2x2 =  a2 – 2a 
  แทนค่า  x2 = 4 จาก  ใน ; 2(4) =  a2 – 2a 
     a2 – 2a – 8 =  0 
     (a – 4) (a + 2) =  0 
      a =  4, –2 
  ดงันั้น  ค่า  a  ท่ีเป็นบวกท่ีเป็นคาํตอบของระบบสมการขอ้น้ี คือ a = 4    ตอบ 
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ตัวอย่างที ่10 เม่ือผลคูณของเลขจาํนวนบวกสองจาํนวน รวมกบัจาํนวนท่ีนอ้ยกวา่เป็น 91 และผลคูณของเลขสองจาํนวนนั้น
มากกวา่จาํนวนท่ีนอ้ยกวา่อยู ่77 แลว้ เลขสองจาํนวนนั้นเป็นเท่าใด 

วธีิทาํ  จากโจทย ์เราสามารถเขียนเป็นประโยคสญัลกัษณ์ไดด้งัน้ี 
ใหเ้ลขจาํนวนบวกตวัแรกเป็นตวัแปร x  xy + y =  91  -------  

 ใหเ้ลขจาํนวนบวกตวัแรกเป็นตวัแปร y  xy – y =  77  -------  
 และให ้y เป็นจาํนวนท่ีนอ้ยกวา่ x 
 กาํจดัตวัแปร  xy ใหเ้หลือเพียงตวัแปร  y เพียงตวัเดียว 

 – ; xy + y – y (xy – y) =  91 – 77  
   xy + y – xy + y  =  14 
     2y =  14 
     y =  7 

แทนค่า  y = 7  ใน  เพื่อหาค่า x 
  จาก ; x(7) – 7  =  77 
    x(7)   =  77 + 7 

     x =  
7

24
  

     x =  12 
 

ดงันั้น  เลขสองจาํนวนท่ีโจทยต์อ้งการ คือเลข 12 และ 7      ตอบ 
  
 

---------- 
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